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. . .. X=5 z—6
Considera el plano © de ecuacion 2x+y—z+2=0 y la recta r de ecuacion — = y=——om
- m
a) Halla la posicion relativa de ry m segun los valores del parametro m.
b) Param = -3, halla el plano que contiene a la recta r y es perpendicular al planor .
c) Para m=-3, halla el plano que contiene a la recta r y es paralelo al planox .

MATEMATICAS I1. 2006. JUNIO. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

. .. X=5
a) Podemos pasar la ecuacion de la recta r a implicitas =y=

-2 m mx+2z=12+5m

7-6 { X+2y=5
=
2X+y—-72=-2
Estudiamos el sistema formado por las ecuaciones de larectayel plano ~ x+2y=5

mx+2z=12+5m

2 1 -1
|A|]=|1 2 0|=6+2m=0= m=-3
m 0 2
R(A) | RM)
m=-3 2 3 Recta paralela al plano.
m = —3 3 3 Recta secante al plano.

b) La ecuacion de todos los planos que contienen a la recta r es:
X+2y—-5+k(-3x+2z2+3)=0 = (1-3k)x+2y+2kz-5+3k=0

El vector normal de este plano (1-3k,2,2k) y el vector normal del plano n (2,1,-1), tienen que
ser perpendiculares, luego su producto escalar vale 0.

(1-3k,2,2k)-(2,1,-1) =0 = 2-6k+2-2k=0 = k=%

Sustituyendo, tenemos que el plano pedido es: —x+4y+2z-7=0

c) La ecuacion de todos los planos que contienen a la recta r es:
X+2y-5+k(-3x+2z2+3)=0 = (1-3k)x+2y+2kz-5+3k=0

El vector normal de este plano (1—3k,2,2k) y el vector normal del plano n (2,1,-1), tienen que

ser paralelos, luego sus componentes tienen que ser proporcionales.
1-3k 2 2k
—=—=— = k=-1
2 1 -1
Sustituyendo, tenemos que el plano pedido es: 4x+2y—2z-8=0
www.emestrada.org
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X+y—-z-3=0
X+2z+1=0

a) Halla la ecuacién del plano que contienea Py alarectar.
b) Determina las coordenadas del punto Q simétrico de P respecto de la rectar.
MATEMATICAS I1. 2006. JUNIO. EJERCICIO 4. OPCION B.

Considera el punto P(3,2,0) ylarecta r E{

RESOLUCION
a) La ecuacion del haz de planos que contiene alarectares: x+y—z—3+k(x+2z+1)=0. De

todos esos planos nos interesa el que pasa por el punto P(3,2,0), luego:

3+2—O—3+k@+0+D:0:>k:—%

por lo tanto, el plano pedido tiene de ecuacion:
X+y—z-3- %(x+22+1):0 = X+2y-4z-7=0

b) El punto Q simétrico del punto P respecto de la recta r, esté situado en un plano que pasando por el
punto P es perpendicular a r y ademas la distancia que hay desde el punto P a la recta r es la misma
que la que hay desde el punto Q hasta dicha recta.

=,

Q
/ Xx=-1-2t

£ L. no —7— 3 = O
Pasamos la ecuacion de la recta a forma paramétrica r = JL y = r=qy=4+3t

X+2z2+1=0
z=t

Calculamos la ecuacion del plano que pasando por el punto P es perpendicular a r. Como la recta es
perpendicular al plano, el vector director de dicha recta y el vector normal del plano son paralelos,
luego: Vector normal del plano = vector director de la recta = (-2,3,1)

La ecuacion de todos los planos perpendiculares a dicha recta es: —2x+3y+z+D =0. Como
nos interesa el que pasa por el punto P(3,2,0): -2-3+3:2+0+D=0=>D=0=-2x+3y+z=0

Calculamos las coordenadas del punto de interseccion de la recta con el plano (M); para ello
sustituimos la ecuacion de la recta en la del plano: —2(-1—-2t) +3(4+3t) +t=0=>t=—

luego las coordenadas del punto Mson: x=1-2-(-1)=1;y=4+3-(-)=1;z=-1
Como el punto M es el punto medio del segmento P Q, si llamamaos (a, b, ¢) a las coordenadas

del punto Q, se debe verificar que: 3+Tazl;a:—l; 2—42rb:1;b:0; %z—l;Cz—Z

Luego el simétrico es: Q = (—1, 0,—2)
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- - -
Sean u=(x,2,0), v=(x,—-2,1) y w=(2,—Xx,—4x) tres vectores de R>.
a) Determina los valores de x para los que los vectores son linealmente independientes.

b) Halla los valores de x para los que los vectores son ortogonales dos a dos.
MATEMATICAS Il. 2006. RESERVA 1. EJERCICIO 3. OPCION A.

RESOLUCION

a) Los vectores son linealmente independientes si y solo si det(u, v, w)=0

X 2 0
det(u, v,w)=|x -2 1 [=17x*+4 =0, sea cual sea el valor de x, luego los vectores son
2 —-Xx -4x

siempre linealmente independientes.

b) Si los vectores son ortogonales dos a dos sus productos escalares son cero.

UV =0=(x2,0)-(x,~2,1) = x> —4=0=> x =42

cl
=
1

0=1(%,2,0)-(2,—x,—4x) =0= 2x-2x=0= x puede tomar cualquier valor.

vow= 0= (x,—2,1)-(2,—x,—4x) =0= 2x+ 2x—4x =0= X puede tomar cualquier valor.

Por tanto, los valores que puede tomar x son 2y —2 para que los tres vectores sean ortogonales dos
a dos.

www.emestrada. org
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X=a+t 1 5
p L X— + z
Sear la recta de ecuacion < y=1-2t vy s larecta de ecuacion > = yT = 3
z=4-t

a) Calcula el valor de a sabiendo que las rectas r y s se cortan.
b) Calcula el punto de corte.
MATEMATICAS Il. 2006. RESERVA 1. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

a) Si las rectas se cortan, cualquier punto A= (a+t,1—-2t,4—t) de la recta r tiene que verificar la
ecuacion de la recta s, luego:

a+t-1 1-2t+2 4-t a+t-1=6-4t
= = = —a=2,;t=1

2 1 3 3a+3t-3=8-2t

Luego para a = 2, las rectas se cortan.

b) El punto de corte sera: A=(a+t,1-2t,4—-t)=(2+1,1-2,4-1)=(3,-1,3)

www.emestrada. org
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Halla un punto A de la recta r de ecuacion x=y=z y un punto B de la recta s de ecuacion

Y %1 de forma que la distancia entre A y B sea minima.

X =
-1
MATEMATICAS 1. 2006. RESERVA 1. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

Escribimos las ecuaciones de las dos rectas en forma paramétrica.

Xx=t X=S5§
r=<y=t y sS=qy=-5
z=t z=-1+2s

Cualquier punto de la recta r tendréd de coordenadas A= (t t ,t) y cualquier punto de la recta s tendra

de coordenadas B =(s,—s,—1+2s).
El vector AB tendra de coordenadas: AB = (s—t,—s—t,—1+2s—t)
Como el vector KB tiene que ser perpendicular a la recta r y s se debe cumplir que:
ATB-J:O:S—t—S—t—1+ZS—t =0
AB-V=0=>S—t+s+t—2+4s-2t=0
2

7
Luego, los puntos A y B que estan a minima distancia tienen de coordenadas

A(-t)ye (22t (228
7T 7 7 7 7 7 7T 7 7

. . 1
Resolviendo las dos ecuaciones, obtenemos que t = - ys=

www.emestrada. org
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3X-2y+z=2
—X+2y—-3z=2

., X=5 +2 z
Sea r la recta de ecuacion — = y—l =2 y s la recta dada por {
a) Determina la posicion relativa de ambas rectas.
b) Halla la ecuacién del plano que contiene a la recta r y es paralelo a la recta s.

MATEMATICAS Il. 2006. RESERVA 2. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

a) Calculamos las ecuaciones implicitas de la recta r.

X-5 y+2 z {—x+5:2y+4 {x+2y:1
2

= =—=
-1 4 4x-20=2z2 2x—2=10
3X-2y+2=2
. . —X+2y-3z=2
Formamos el sistema con las ecuaciones de las dos rectas: oy—1 y calculamos el
X+2y=
2x-z=10

rango de la matriz de los coeficientes y el de la matriz ampliada del sistema. Como sale que el
rango(A) = 3 y el rango (M) = 4, las dos rectas se cruzan.

b) Calculamos el vector director de la recta s

[
3 -2 1|=6i-j+6k-2k+9j-2i=(4,84)
-1 2 -3

Calculamos el haz de planos que contiene a la rectar.
X+2y-1+k(2x-2-10)=0= (1+2k)x+2y —kz—-1-10k =0

El vector normal del plano (1+ 2k, 2,—k) y el vector director de la recta (4,8,4), tienen que ser
perpendiculares, luego, su producto escalar es cero.

(1+2k,2,—k)-(4,8,4):O:>4+8k+16—4k:O:4k:—20:>k:—5

Luego el plano pedido es: —-9x+2y+5z+49=0.

www.emestrada. org
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. . X+y+z=1
Considera la recta r de ecuaciones y
X—2y+3z=0
a) Determina la ecuacion del plano que contiene a la recta r y no corta al eje OZ.
b) Calcula la proyeccion ortogonal del punto A(1,2,1) sobre la rectar.

MATEMATICAS Il. 2006. RESERVA 2. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

a) Calculamos el haz de planos que contiene a la rectar.
X+yY+Z2-1+k(x-2y+32)=0= (1+Kk)x+(1-2k)y+(1+3k)z-1=0

El vector normal del plano (1+k,1—2k,1+3k) y el vector director del eje OZ (0,0,1) , tienen que
ser perpendiculares, luego, su producto escalar es cero.

(1+k1-2k,1+3K)(0,01) =0=1+3k =0 = k =—%

Luego el plano pedido es: 2x+5y—-3=0.

b) Pasamos la recta r a paramétricas

2-5t
X=—-
3
X+y+z=1 142t
X—2y+3z=0 V= 3
z=t

2-5t 1+2t

Cualquier punto B de la recta r, tendré de componentes: B =( ,tj . El vector

Ksz(_1;5t,_5+2t

perpendiculares, luego su producto escalar vale cero.

t —1) y el vector director de la recta u = (-5,2,3), tienen que ser

5+ 25t N -10+2t
3

KB-J:(_l_St,_SJth ,t—l}-(—5,2,3):O:>

+3t—3:O:>t:1
3 3 19

Luego el punto B sera: B = (ﬂﬂtj = (i 1 l)

3 3 19'19'19
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Considera los puntos A(2,1,2) y B(0,4,1) y la rectar de ecuacion x=y—2 =Z;23

a) Determina un punto C de la recta r que equidiste de los puntos Ay B.
b) Calcula el area del tridangulo de vértices ABC.
MATEMATICAS Il. 2006. RESERVA 3. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

a) Pasamos la recta r a paramétricas

. =
x:y—2:—Z; —ly=2+t

z=3+2t
Cualquier punto C, tendra de componentesC =(t,2+t,3+ 2t) . Como queremos que el punto C
equidiste de A y de B, entonces, el mddulo del vector AC tiene que ser igual al médulo del vector
BC.

Calculamos las coordenadas de dichos vectores: A%C =(t-21+t,1+2t)y BE =(t,t-2,2+2t) e
igualamos sus modulos:

JE=2)2 + @+1)2 + (1+21)2 =2+ (t—2)2 + (2+2t) =t =—1
Luego el punto C sera: C =(-1,1,1)

- -

b) El area pedidaesS:% | AB A AC |

AB=(=2,3-1) ; AC = (~3,0,-1).

—

—

s =% ABA AC =% médulo | -2

-3

-1 =%médu|o (—3?+T+9§) =%\/9+1+81=4'76 u’
-1

O W —l

www.emestrada. org
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Halla la ecuacion de un plano que sea paralelo al plano ® de ecuacion x+ y+z=1 y forme con
los ejes de coordenadas un tridngulo de area 1843 .
MATEMATICAS I1. 2006. RESERVA 3. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

Un plano paralelo al plano x+y+z=1eselx+y+z=D. Los puntos de corte de dicho plano con
los ejes coordenados seran: A=(D,0,0) ; B=(0,D,0) y C=(0,0,D)

- -

El area pedidaesS= = |[AB AAC |

N |-

AB =(-D,D,0) ; AC = (~D,0,D).

i
:% médulo | -D
-D

s =% ABA AC

o O —.l
O o =

:%médulo (D?i+D? j+D?K) = %\/3D4 ~18/3 =

D2§:18\/§:>D=\/%=i6

Por lo tanto, hay dos planos que cumplen la condicion pedida que son: x+y+z=6 Yy
X+y+2=-6

www.emestrada. org
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x=1 y+2 z-3

3 -1
Calcula el area del triangulo de vértices ABC, siendo A el punto de corte de la recta r y el plano
n, B el punto (2,1,2) de larectary C la proyeccion ortogonal del punto B sobre el plano = .

MATEMATICAS Il. 2006. RESERVA 4. EJERCICIO 4. OPCION A.

Sea la recta r de ecuacion

y el plano © de ecuacionx—y+z+1=0.

RESOLUCION

Calculamos el punto de corte de la recta r con el plano=. Para ello pasamos a paramétricas la

x=1+t
x-1 y+2 7-3

3 -1

ecuacion de la recta

=4y =-2+3t y la sustituimos en el plano.
z=3-t

1+t+2—3t+3—t+1:O:>7—3t:0:>t:§

Luego las coordenadas del punto A son: A= (1+ % ,—2+ 7,3—9 = (%5 %)

Calculamos la proyeccion ortogonal del punto B sobre el plano . Para ello calculamos la recta que
pasa por B y es perpendicular a =.

X=2+1
y=1-t
Z2=2+t
El punto C es el punto de corte del plano con dicha recta

24+t-1+t+2+t+1=0=24+3t=0=>t=-

WY w|b~

Luego las coordenadas del punto C son: C = 2—£,1+ﬂ,2—ﬂ =| =, ,E
3 3 3 333

- -

El area pedida es S = % |AB AAC |

mB=[-2 42 ac=[-8 -8 0]
33 33

i oK
S=EKBA/§C =l maédulo 4 -4 4 :lmédmo £7_27_6_4§ _
2 2 3 3| 2 9 9" 9
8 8
3 3
:;\/1024+1024+4096 a3
2 81
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Halla las ecuaciones paramétricas de una recta sabiendo que corta a la recta r de ecuacion
X=y=1z,esparalelaal plano © de ecuacion 3x+2y—z=4 y pasa por el punto A(1,2,-1).
MATEMATICAS Il. 2006. RESERVA 4. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

Cualquier punto B de larecta r=x=y=1z, serd: B = (t,t,t). Calculamos el vector director de la
recta que buscamos que sera AB = (t —1,t —2,t+1) . Como la recta que buscamos tiene que ser

paralela al plano 3x+2y—z =4, el vector AB vy el vector normal del plano n =(3,2,-1) seran
perpendiculares, luego su producto escalar valdra cero.

AB-N=0=(t—Lt-2,t+1)-(3,2,-1) =0 = 4t—8=0=t=2

Luego la recta que nos piden pasa por A(L,2,-1) y su vector director es KB =(1,0,3), luego su
X=1+t

ecuacién paramétrica serad: S=qy =2
z=-1+3t

www.emestrada. org
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x=0
Determina los puntos de la recta r de ecuaciones 11 3 que equidistan del plano = de

2
ecuacion x+z=1y del plano n' de ecuaciéon y—-z=3.
MATEMATICAS Il. 2006. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 4. OPCION A.

RESOLUCION

Pasamos la recta r a paramétricas = —3=>1y=1+t yportanto podemos tomar como
2 7=3+2t

punto genérico de larectaP = (0,1+1,3+2t) .
Como piden los puntos que equidistan de los planos = y=', tenemos qued(P,x) =d(P,n"), luego:

|0+3+2t—l|_|1+t—3—2t—3|:>|2+2t|_|—5—t|

e e 7
de donde salen las ecuaciones:

212t= 5 tot=—t=p=[0-2 2
3 373

2+2t=5+t=t=3=P=(0,4,9)

d(P,n)=d(P,n) = =|2+2t|=|-5-t]

www.emestrada. org
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Considera los puntos A(1,0,-2) y B(-2,3,1)

a) Determina los puntos del segmento AB que lo dividen en tres partes iguales

b) Calcula el area del tridngulo de vértices A, B y C, donde C es un punto de la recta de
ecuacion—x = y—1=z. ;Depende el resultado de la eleccion concreta del punto C?

MATEMATICAS Il. 2006. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 4. OPCION B.

RESOLUCION

A M B

[
>

v

Observamos la siguiente igualdad entre vectores AB=3AM , y comoAB=(-333) vy
AM =(x-1y,z+2), obtenemos: (-3,3,3)=(3x—3,3y,32+6) = x=0;y=1;z=-1, es decir el
punto Mes M =(0,1,-1)

También se observa que el punto N es el punto medio del segmento MB, es decir:

M +B =(0—2’1+3’1—1)=(_1’2’0)
2 2 2 2

N =

b) Antes de calcular el area del triangulo de vértices A, B y C escribimos la recta r en forma

X=—t
L. -1
paramétrica rzi:—y :E:> y=1+t
-1 1 1 Lt

Cualquier punto C de la recta r tiene de coordenadas C = (-t,1+t,t). Calculamos los vectores AB
y AC.
AB=(-333)y AC =(-t—11+t,t+2)

i ] K
3 3 3 |=(Bt+6)i+(-3t—3)j—(3t+3)k—(3+3t)i+(3t+6) j—(-3t—-3)k =(3,3,0)
—t-1 1+t t+2

s:% |ABAAC | = %,/9+9+ =¥ u?

Vemos que el area no depende del parametro t, luego no depende de la eleccién del punto C.
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